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6.1 二階反應曲面實驗設計簡介

•二階近似函數有 個參數，因此至少需

個設計點，且因有二次曲率項，所以因子
至少要有三水準。如k= 2，3，4，5，6，7則至少需6，
10，15，21，28，36個設計點。

‧二階反應曲面實驗可由一階反應曲面實驗擴充得
到，以節省實驗成本。

‧本章將介紹四種二階反應曲面實驗設計：

中央合成設計

Box-Behnken設計

最佳化準則設計

隨機產生設計

1 2 ( 1) / 2k k k+ + −

1 2 ( 1) / 2k k k+ + −
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1. 中央合成設計

• 中央合成設計原理：估計係數變異之最小化

中央合成設計由下列三種實驗構成：

1. 角點實驗：因為二階模型含二因子交互作用，因
此須採解析度V以上之因子設計實驗。

2. 軸點實驗：因為二階模型含二次曲率作用，因此
在軸線上距中心點α處（二端）進行實驗。又為
了使實驗設計具有可旋性，須令 ，其中F
為角點實驗之因子設計實驗數。

3. 中心點實驗：因為要使中心點之預測變異合理
化，因此要有重複實驗的中心點實驗。一般而
言，重複實驗次數（nc）取3至5。

4 Fα=
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• 以2因子與3因子為例，其中央合成設計的實驗點分佈
如下圖
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• 例題6.1 二階模型實驗設計1：中央合成設計

延續例題5.4半導體晶圓問題，假設經過一
階反應曲面法之參數優化過程後，得到一個最
佳設計點，該點曲率效果顯著，故須改採二階
反應曲面法之參數優化策略。此外為了滿足其
它次要的品質特性需求，實驗時的反應變數多
出二個。試以該點為中心點，以中央合成設計
法作

1. 實驗設計

2. 模型建構
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•（1）實驗設計

例題5.4之一階模式實驗設計為具中心點實驗
（ ）之因子實驗設計，故只要再增加軸點實驗，就
可構成二階模式實驗設計之中央合成設計。軸點實驗的
參數

實驗設計如下表第2-4行，實驗數據假設如下表第5-7
行：

4cn =

4 4 8 1.682Fα= = =
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• （2）模型建構

國立雲林科技大學工業工程與管理所



國立雲林科技大學工業工程與管理所

國立雲林科技大學工業工程與管理所

•中央合成設計性質：預測變異之分怖與可旋性

預測變異可用前章（5-6）式求得

可旋性是指預測變異Var 在距中心點等距處
等值，這樣的分怖十分合理，是實驗者樂於看到的性
質。中央合成設計具有可旋性或近似可旋性的性質。

•中央合成設計變形：面心式中央合成設計

面心式中央合成設計是中央合成設計的變形，它
將實驗分佈在立方體內，故軸點實驗是位在軸線上距中
心點距離1處（二端）。當正規的中央合成設計之軸點實
驗超過可行實驗範圍時，面心式中央合成設計是其替代
方案。

( ) ( ) ( ) ( )1' 2'm mVar y x x X X x σ−⎡ ⎤ = •⎣ ⎦

( )y x
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• 中央合成設計區集：因子區集與軸區

二階實驗設計同樣也有區集設計問題，其設計要訣是將實驗分成因
子區集與軸區集二部分。例如二因子二區集之設計如下：

三因子三區集之設計如下：
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• 其它更複雜的區集設計可查表，如下表
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3. Box-Behnken設計
• Box-Behnken設計是除了中央合成設計外，另一種重要的二階反應曲面

實驗設計，當因子數k為3至7時其設計如下：
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• 中央合成設計與Box-Behnken設計之比較如下表所示，
可以看出二者的實驗次數大致接近。
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• 例題6.2 二階模型實驗設計2：Box-Behnken設計

延續例題6.1半導體晶圓問題，但改採Box-
Behnken設計。試作

1. 實驗設計

2. 模型建構
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•（1）實驗設計

nc = 4，實驗設計如下表第2-4行，實驗數據假設如下表第五
行（只以y1為例）
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• （2）模型建構

反應變數y1之二階多項式迴歸分析結果如下：
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4. 最佳化準則設計

• 當實驗預算十分有限的情況下，前二節所提的方
法可能都無法實施。例如五因子之二階實驗設計，假設
中心點實驗重複次數5次，由表6-2知，至少要進行26＋
5＝31次實驗。如果實驗預算只允許作25次實驗，這時
需仰賴電腦依一定的準則來設計實驗。

• 本章前面曾提到二階函數有 個參數，
因此至少需 個設計點，故k=5則至少需21個
設計點。因此以25次實驗來建構二階反應曲面是可行
的，它尚保存自由度25－21＝4之誤差方差估計能力。

1 2 ( 1)/2k k k+ + −
1 2 ( 1)/2k k k+ + −
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• 反應曲面實驗設計的目的在於以最少的實驗次數，獲
致最精確的模型。最精確模型的定義很多，但一個比
較簡單實用的定義為「估計係數變異Var b最小的模
型」：

Min var b 

由迴歸分析一章可知估計係數協方差的公式如下：

Cov b=σ2（X’X）-1

其中 σ2＝殘差之變異數

X ＝實驗數據所構成的矩陣（實驗矩陣）
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•除了D-最佳化準則外，也有學者提出A-最佳化準
則， G-最佳化準則， Q-最佳化準則，簡述如
下：

A-最佳化準則：以最小化最大Var b為目標，以
最小化矩陣之反矩陣的跡（trace）為方法。

G-最佳化準則，以最小化實驗範圍內最大預測
變異 為目標

Q-最佳化準則，以最小化實驗範圍內平均預測
變異 為目標

一般而言，仍以D-最佳化準則最簡潔易懂。

( )( )Var y x⎡ ⎤
⎣ ⎦

( )( )Var y x⎡ ⎤
⎣ ⎦
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• 例題6.3 二階模型實驗設計3：最佳化準則設計

延續例題6.1半導體晶圓問題，但因經費限制，
只能作14次實驗，試以D最佳化準則作

1. 實驗設計

2. 模型建構
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•（1）實驗設計

電腦產生實驗設計之輸入參數包括：

模型：二階模型

實驗數：14

候選實驗設計點：27（每個實驗因子均有-1,0,1等

三個值，採三水準全因子實驗，共有33=27）

實驗範圍：範圍為±1之矩形

設計準則：D最佳化準則
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•實驗設計如表第2-4行，實驗數據假設如表第5行（只以y1為
例）
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• （2）模型建構

反應變數y1之二階多項式迴歸分析結果如下：
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• 採用D-最佳化準則的電腦產生之實驗設計有下
列缺點：

1. 模型錯估時，所產生的模型會有較大的誤差，故較
不強健。

2. 未考慮預測變異分佈之性質（例如可旋性），因此
預測變異分佈情形可能不是很理想。

3. 常未選用中心點實驗，因此在中心點處可能有大的
預測變異。
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5. 隨機產生設計

• 二階反應曲面實驗設計也可用隨機產生的方式得
到，但這種設計效率甚低，因為在相同的實驗次數
下，所獲致的模型最不精確。

• 例題6.4 二階模型實驗設計4：隨機產生之實驗設計

延續例題6.3半導體晶圓問題，但改採隨機產生之實驗設

計。
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•（1）實驗設計

實驗設計如表第2-4行，實驗數據假設如表第5行（只以

y1為例）
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• （2）模型建構

反應變數y1之二階多項式迴歸分析結果如下：
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6. 二階反應曲面實驗設計之比較

• 本章以半導體晶圓問題為例，以四種方法作
二階實驗設計，包括：

例題6.1 中央合成設計

例題6.2 Box-Behnken設計

例題6.3 最佳化準則設計

例題6.4 隨機產生設計

比較例題6.1~6.4如下
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• 1.迴歸係數之比較

由下表得知，隨機產生設計所得之迴歸係數與其它三種方法有

明顯差距，可能較不準確。表迴歸係數之比較
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• 2.迴歸係數顯著性（t統計量）之比較

由下表得知，隨機產生設計所得之迴歸係數t統計量遠低於其它

三種方法，較不顯著。

表迴歸係數t統計量之比較
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• 3.迴歸模型顯著性（F統計量）之比較

由下表得知，隨機產生設計所得之迴歸模型顯著性明顯低於實驗
數目同為14之D-最佳化準則設計。至於中央合成設計、 Box-
Behnken設計、D-最佳化準則設計三者實驗數目不同，由於實驗
數目大者，迴歸模型的F統計量愈高，故不能直接比較F統計量。
但從顯著值P來看，中央合成設計最顯著，其次依序為Box-
Behnken設計、D-最佳化準則設計、隨機產生設計。

表迴歸模型顯著性（F統計量）之比較
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THE  END


