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Abstract
這篇文章主要在研究2-of-2和2-of-3連串規則的經
濟統計性設計，使用的方法是馬可夫鏈，利用馬
可夫鏈方法去找出平均連串長度和製程的生產週
期時間。

另外，利用簡易的演算法去尋找最佳的設計參數
之建立，再提供數值例子以及敏感度分析去比較
連串規則間的績效。

結果發現當維持良好的統計性成效時，連串規則
的使用在減少作業成本方面是比修華特管制圖較
好的。
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Introduction (1/5)
修華特管制圖的優點在於它的簡明便利性以及
可以很快地偵測對於製程平均的大偏移，但相
對小偏移的偵測就比較不敏感。

後來的研究開始加入連串規則來增加修華特管
制圖對於偵測小偏移的敏感度，下頁是一些相
關的文獻探討：
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Introduction (2/5)
Duncan(1956)首次提出經濟性最佳化的管制圖設
計。

Lorenzen & Vance(1986)提出一般型的管制圖經濟
性模型。

Champ & Woodall(1987)使用加入連串規則的修華
特管制圖來探討他的績效。

Saniga(1989)首次提出在經濟性模型下加入統計限
制去降低製程變異及維持高的產品品質。

Hurwitz & Mathur(1992)提出管制界限為1.5σ的簡
單2-of-2連串規則。
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Introduction (3/5)
Prabhu、Montgomery & Runger(1997)提出適
應性 管制圖的經濟統計性設計。

Klein(2000)提出可供選擇的2-of-2與2-of-3規
則，藉以調整管制界限來導出製程管制下的平
均連串長度。

Khoo & Ariffin(2006)利用Klein提出的連串規
則加以改進並比較之間的績效。

Acosta-Mejia(2007)分析3.3σ修華特管制圖的
k-of-k和k-of-(k+1)連串規則的統計特性。
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Introduction (4/5)
雖然有很多研究在討論連串規則的統計性觀
點，但很少有研究注意到經濟性的問題，先前
的研究貢獻大多在統計上的實效。

連串規則在經濟性上的考量指的是諸多的成
本：如抽樣檢驗成本、調查發生管制外信號連
帶的成本、消除可歸屬原因及不合格品到顧客
手中的成本。

統計性的考量就是增加檢定力及減少誤警率，
經濟性考量僅在於成本上的問題。
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Introduction (5/5)
經濟統計性的設計原則跟SPC一樣，想同時減
少成本並維持高的品質。

這篇文章所考慮的是2-of-2和2-of-3連串規則的
經濟統計性設計，是修改Klein所提出的馬可
夫鏈方法並參考Lorenzen & Vance(1986)推導
出統計性的成本函數。

並利用Prabhu & Montgomery & Runger(1997)
比較修華特管制圖與兩個連串規則的成本與統
計性績效。
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Notations(1/3)
Models

Model 1：傳統修華特管制圖

Model 2：2-of-2連串規則

Model 3：2-of-3連串規則

Design parameters
ki ：Model i 的管制界限係數

n ：固定樣本數

h ：固定抽樣間隔
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Notations(2/3)
Cost and time parameters

C0：製程在管制狀態下每小時不合格品的成本

C1：製程失控時每小時不合格品的成本

Y ：每次假警報的成本

W：找出確定的和消除可歸屬原因的成本

：每個樣本的固定成本

：每單位抽樣的成本

E ：抽樣及標記一個點的期望時間

T0：當假警報已發生時搜尋的期望時間

T1：找到可歸屬原因的期望時間

T2：恢復製程的期望時間
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Notations(3/3)
Process parameters

λ：可歸屬原因發生的比率
δ：製程的標準差
γ1／γ2：表示變數，當0時表示在搜尋及恢復

期間生產停止；當1時表示在搜尋及
恢復期間生產繼續

Statistics
ARL：平均連串長度
ATS0：當製程在管制狀態下的平均失控時間
ATS1：當製程失控時的平均失控時間
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Assumptions
基本假設：

當製程在管制狀態的期間是服從平均數為1/λ的
指數隨機變數。

製程在每一次假警報後會重新開始。

僅有一個可歸屬原因和在已知的數量下發生的製
程平均偏移。
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Markov chain approach(1/7)
依Lorenzen & Vance(1986)把週期時間劃分
為下列五種：

直到可歸屬原因發生的時間

直到抽取下一個樣本的時間

抽樣、檢驗及標繪(plot)下一個觀測值的時間

直到圖產生一個製程失控訊號的時間

搜尋、找出及排除可歸屬原因和恢復製程的時間
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Markov chain approach(2/7)
ALRC (Average length of renewal cycle),
which is defined as the average number of 
observations from the start of in-control process to 
the state when a true out-of-control signal is given.

包含上頁所提①②④的式子
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Markov chain approach(3/7)
Klein(2000)提出馬可夫鏈方法來計算2-of-2和
2-of-3連串規則的ARL，但僅此並不能準確的
導出ALRC，因為Klein的方法沒有考慮到生
產製程是否在管制狀態下。

本文所考慮的馬可夫鏈方法有以下兩個方面:
製程有沒有在管制狀態下？

落點有沒有落在LCL和UCL之間？
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Markov chain approach(4/7)
下表為2-of-2連串規則的馬可夫鏈狀態解釋：
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Markov chain approach(5/7)
下表為2-of-2連串規則的狀態轉移機率矩陣：

其中 ， ，
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Markov chain approach(6/7)
下表為2-of-3連串規則的狀態轉移機率矩陣：
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Markov chain approach(7/7)
透過轉移機率矩陣表可得下列各統計量：
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Cost model(1/2)
為了推導全週期時間函數，本文再把週期時間分成
三部份：(1)直到圖發生真實的製程失控訊號的時
間，以A1表示；(2)發現可歸屬原因且修復製程的時
間，以A2表示；(3)分析並標記樣本點的時間，以A3

表示：

,

得全週期時間函數R為：
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Cost model(2/2)
成本函數包括四項：(1)每次生產週期中由不合格品
帶來的成本，以B1表示；(2)抽樣成本，以B2表示；
(3)確定可歸屬原因的點及修復製程的成本，以B3表
示；(4)假警報的成本，以B4表示：

得每生產週期期望總成本函數AC為：
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Economic-statistical design(1)
經濟統計性設計的目標是製程在管制下的ARL
大於一個最小值及製程失控時的ARL小於一個
最大值的限制下求得成本最小化

在經濟性的目標下加入統計性的限制，跟只討
論經濟性而言是會付出不利的代價且會有更高
的成本發生，但是這些代價對於要減少誤警率
及能更早偵測到可歸屬原因的發生的優勢只有
微小的影響而已。
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Economic-statistical design(2)
經濟統計性設計的模型如下：

求解過程中我們限制管制界限係數從1到4，且
每次增加0.01，以及限制樣本數在一個整數空
間，但無法限制抽樣間隔在一個值或範圍，因
此利用Mathematica 5.2裡的”NMinimize”找出
樣本數及抽樣間隔。
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Economic-statistical design(2)
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Numerical example(1/2)

1) λ=1/50
2) δ=0.86
3) C0 =$114.24
4) C1 =$949.20
5) W=$1086
6) Y=$977.40
7) =0
8) =$4.22

9) γ1  = 1
10) γ2  = 0
11) To =T1 =E=5/50
12) T2 =45/60

引用Lorenzen&Vance(1986)的鑄鐵廠作業的
例子，成本及製程參數如下：
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Numerical example(2/2)

訂ATS0的下限為500，ATS1的上限為8。
雖然2-of-2和2-of-3連串規則方案的ATS1會些許的增
加，但成本相對於傳統修華特管制圖減少的比例分別
為1.31%和2.56%。

如果鑄鐵廠能採用2-of-3連串規則方案的話，比傳統
修華特管制圖的最佳策略每年可以節省近$50,000。
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Sensitivity analysis(1/5)
使用實驗設計中的部份因子設計對六個成本參
數與兩個製程參數來進行敏感度分析。
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Sensitivity analysis(2/5)
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Sensitivity analysis(3/5)
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Sensitivity analysis(4/5)
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Sensitivity analysis(5/5)
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Conclusions
研究顯示出，在大部份的案例下，相似的統計
性限制下，連串規則是比修華特管制圖能節省
每小時的期望成本。

2-of-3連串規則在經濟性觀點來看是比2-of-2
連串規則更吸引人的，但2-of-2連串規則卻是
比較容易設立使用的，因此品質工程師可以根
據製程的情況選擇一個較好的連串規則作製程
監控。
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